







































































































































定義 2.1 定義 7.1
命題 2.3 定義 8.1
命題 2.4 命題 3.3＋定理 4.3





















2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . . .
を考えてみると，この列は有限個で止まらな
い．このような列の全体を考えるときに，











F0 = F1 = 1, (n = 0, 1)
Fn = Fn−1 + Fn−2 (n = 2, 3, 4, . . .)
で定義される数列は，
F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5,
F5 = 8, F6 = 13, . . .
となる数列 {Fn}n∈Z�0 を意味する．（この数
列は Fibonacci数列と呼ばれる）．
定義 3.1. ある r ∈ Q に対して，すべての
















{an} の項の差が常に一定の定数 d である，





定義 3.2. 数列 {an}n∈N と任意の n ∈ N に




ak = a1 + a2 + . . .+ an
を an の部分和（【英】partial sum）という．
命題 3.3. 公比 r �= 1 の等比数列 {an}n∈N
(an = a1rn−1)に対し，








Proof. r �= 1 のとき，
Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
= a1 + a1r + a1r2 + · · ·+ a1rn−1
なので，
rSn = a1r + a1r2 + a1r3 + · · ·+ a1rn
となり，上から下をそれぞれ引けば，
(1− r)Sn = a1 − a1rn
が得られる．










, . . .
という数列 {an} は，公比 110 の等比数列で
あるから，






a1 = 1, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, . . .
という数列 {an}n∈N は，好きな自然数 n に
対して an を考えることができるから，10万




























n→∞ bn = 0
と書き表し，数列 {bn} は 0 に収束（【英】
convergence）するという．
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convergence）するという．
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定理 4.3. 公比 r が |r| < 1 を満たすような
等比数列 {an}n∈N (an = a1rn−1)に対し，
∞�
n=1














































注意 4.3.2. 実数 x ∈ R の 10 進展開は，整

























2 や円周率 π について，その近似
値を小数点以下一桁ずつ増やしていくことは
a0 = 3,






































































トン (Isaac Newton) (1642–1727) とドイツ
のライプニッツ (Gottfried Wilhelm Leibniz)








線上の点 P として，(x, y) = (1, 1) をとり，
点 P における傾き a を考えてみる．点 P と
(x, y) = (2, 4) を通る直線を考えれば
y = 3x− 2
となり，これは点 P における傾き a より大き
いので，a < 3 となることがわかる．同様に，
(x, y) = (1.5, 2.25) を通る直線を考えれば
y = 2.5x− 0.5
となるから，a < 2.5 もわかる．一般に，点
P と (x0, y0) を通る直線が
y =
y0 − 1
x0 − 1(x− 1) + 1
で表されることは知っているであろう．今は
点 P における傾き a =
y0 − 1
x0 − 1 を知りたいだ
けだから，切片のことは忘れておく．ここで，
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トン (Isaac Newton) (1642–1727) とドイツ
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定義 5.1. f(x) を R 上で定義される関数と








(a+ h)− a = f
�(a)
が存在するとき，a において微分可能（【英】






定義 5.2. 関数 f(x) に対し，その関数上の
点 (a, f(a)) を通る直線
y = f �(a)(x − a) + f(a)




なく，この微分係数 f �(a) が改めて関数を定
めることにある．
定義 5.3. 関数 f(x) に対し，任意の点 a ∈ R
について微分可能であるとき，各点 a につい
て微分係数 f �(a) を対応させる関数 f �(x) を
導関数（【英】derived function）という．
定理 5.4. 2次曲線 f(x) = x2 の導関数は 2x
である，即ち，
f �(x) = 2x
が成り立つ．
Proof. 任意の x = a における傾きの関数に
ついて，x �= a のとき，
x2 − a2
x− a = x+ a
だから，その極限値は
lim
x→a(x+ a) = 2a
となり存在する．よって，どの点でも微分可
能である．したがって，導関数が f �(x) = 2x
で与えられることがわかる．
注意 5.4.1. より一般に，y = xn (n �= 0)の
導関数は f �(x) = nxn−1 となる．
定理 5.5. 微分可能な関数 f(x), g(x) と
a, b ∈ R に対し，
1. (af(x) + bg(x))� = af �(x) + bg�(x)
2. (f(x) · g(x))� = f �(x)g(x) + f(x)g�(x)
3. (f(g(x)))� = f �(g(x)) · g�(x)
が成り立つ．






y = f(x) という関数を考えて，x = a, x = b,





a � x � b を満たす実数 x の集合を区間 [a, b]
で表す．区間 [a, b] を N 等分すれば，





であって，an は a = a0
を初項とする公差 h の等差数列，即ち，















{f(a) + f(a+ h) + f(a+ 2h)


















定義 6.1. 関数 f(x) に対し，
� b
a
f(x)dx = F (b)− F (a)
と表すことができる関数 F (x) を原始関数
（【英】primitive integral）という．
例 6.1.1. f(x) = 2x のとき，0 < a < b を











= b2 − a2
となるから，F (x) = x2 とおけば，
� b
a
f(x)dx = F (b)− F (a)
と表すことができる．したがって，f(x) = 2x
の原始関数は F (x) = x2 であることがわか
る．（但し，C を実数とするとき F (x) = x2+C
の形の関数はすべて原始関数である．）
この原始関数 F (x) を微分すれば元の関数
f(x)が得られることは驚くべき事実であろう．
定理 6.2. f(x) の原始関数 F (x) に対し，
F �(x) = f(x)
が成り立つ．
例 6.2.1. 定理 5.4から，原始関数 F (x) = x2
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で表す．区間 [a, b] を N 等分すれば，
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のグラフが点 (1, 1) を通ることはすぐに確認
できるであろう．





























接線 y = −1
4












まず，x0 = 2 としてみる．このとき，4 点








が成り立つ．したがって，x0 > 2 であること
がわかるであろう．
同様に，4点 (1, 0), (1, 34 ), (3,
1




















































































となる最小の自然数 m ∈ N が求められれば，
















N = 10 のときなら，
gp> napier(10)





N = 100000 くらいまでなら比較的速やかに




実験 3. y = ex の x = 0 での微分係数を実
験的に求めてみる．
















, . . . , xn =
1
2n
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実験 3. y = ex の x = 0 での微分係数を実
験的に求めてみる．
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注意 8.1.2. ベルヌーイの (8.1)式の定義では
具体的な近似値を求める上では収束が遅いこ
とにも触れておく．e � 2.7 と小数点以下 1桁
が近似できるのは n = 74 のとき，e � 2.718
と小数点以下 3桁が近似できるのは n = 4822
のとき，e � 2.71828 と小数点以下 5 桁が近
似できるのは n = 743325 のときで真の値に
収束している様子がわかりづらい．











定義 8.1の e の性質から，指数関数 ex の
微分を一般的に求めることができる．
定理 8.2. 指数関数 ex の微分について
(ex)� = ex
が成り立つ．
Proof. f(x) = ex とする．
ea+h − ea = ea(eh − 1)
だから，x = a における微分係数について定
義 8.1に注意すると，
























§ 5 で，関数 f(x) を直線で近似するため
には微分の考え方を使えばよいことを確認し
た．x = a における接線は
y − f(a) = f �(a)(x − a)
であった．よって，x = a の近くでは
f(x) � f(a) + f �(a)(x − a) (9.1)
が成り立つ．
実験 5. 今度は，直線だけでなく 2次曲線も
使って，関数 f(x) のより良い近似を行う．
即ち，
f(x) � f(a) + f �(a)(x − a) + g(x) (9.2)
となるような 2次関数 g(x) を見付けることを
試みるのである．(9.2)式で x = a とすれば，
f(a) � f(a) + f �(a)(a− a) + g(a),
即ち，g(a) � 0 となるので，g(a) = 0 が成
り立たなくてはならない．また，(9.2)式を微
分したものを考えれば，
f �(x) � f �(a) + g�(x)
となるから，x = a を代入すれば，g�(a) = 0
も成り立つ筈である．したがって，求めたい
2 次関数 g(x) は定数 k を使って
g(x) = k(x− a)2
と表すことができる筈である．このとき，
g�(x) = 2k(x− a) なので，
f �(x) � f �(a) + 2k(x− a)
がいえる．これと，(9.1) 式の f(x) を f �(x)
に置き換えたもの（これは f �(x) の x = a に
おける接線に他ならない）
f �(x) � f �(a) + f ��(a)(x− a)




f ��(a)(x − a)2
だから，






例 9.0.1. 指数関数 f(x) = ex = exp(x) につ
いて今の考え方を実践してみる．(ex)� = ex
であるから，a = 0 のとき
f(x) � 1 + x+ 1
2
x2
となる筈である．よって，y = exp(x)と x = a
における接線 y = 1+x と，さらに，右辺の 2
次式のグラフを同時に描いてみる．gnuplotで
gnuplot> set xr[-2:2];\
> set yr[0:8]; set grid;\
> set size square;




ラフを見れば，x = 0 の付近では，緑色の接
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定義 10.1. 関数 f(x) を x = a で
















Taylor expansion）という．但し，f (n)(x) は
f(x) を n 回微分した関数を意味する．
注意 10.1.1. テイラー展開で，a = 0 のと
き，即ち，

















実験 6. テイラー展開をすることで x = 0 の
近くで本来の関数に近付いていく様子を




> set yr[0:8]; set grid;\










の本来の曲線 f(x) = ex に近付いている様子
がわかるであろう．











x = 1 を代入すれば，










































この値を得るためには少なくとも m = 23 ま
では計算しなくてはならない．オイラーの計
算力の凄まじさを感じざるを得ないであろう．





















sin(x) n = 4k のとき，
cos(x) n = 4k + 1 のとき，
− sin(x) n = 4k + 2 のとき，
− cos(x) n = 4k + 3 のとき，































x6 + · · ·
とかける．
























θ5 + · · ·
�
となるから，次のことが確認できる．
定理 10.2 (Euler). 指数関数と三角関数の
間に，
eiθ = cos θ + i sin θ
という関係が成り立つ．
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算力の凄まじさを感じざるを得ないであろう．
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となるから，次のことが確認できる．
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間に，
eiθ = cos θ + i sin θ
という関係が成り立つ．























log(x) x の自然対数 (loge(x))
log10(x) x の常用対数 (log10(x))
sqrt(x) x の平方根 (
√
x)












グラフを描く x の範囲を a � x � b に
制限する．
• set yr[a:b]




• set size square
グラフの縦横比を 1 : 1 にする．
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